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Parabolik tanlik masalalarinin halli iiciin sonlu farqglor iisulu

Xiilasa

Sonlu farqlar iisulu, parabolik tonliklorin oadadi halli {i¢ilin genis totbiq olunan tisullardan biridir.
Bu yanagmada diferensial tonliklor diskretlosdirilorak sonlu forq tonliklorins gevrilir. A¢iq, geyri-agiq
va Crank-Nicholson sxemlori miixtalif stabillik vo yaxinlagma xiisusiyyatlorine malikdir. Hesablama
prosesindo Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) sorti sabitliyi tomin etmak ii¢iin asas faktorlardan biridir.
Diizgiin zaman vo mokan addimlart se¢ilmadikds, hall geyri-sabit ola bilar. Bu tisul, istilikkegirma,
diffuziya vo digor riyazi modellords effektiv totbiq olunur.

Acar sozlar: sonlu forqlor tisulu, differensial tonliklor, askar va geyri-askar sxemlor, yaxinlagma,
sabitlik, Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) sarti
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The Finite Difference Method for Solving Boundary Value
Problems of Parabolic Equations

Abstract

The finite difference method is one of the widely applied numerical techniques for solving
parabolic equations. In this approach, differential equations are discretized and transformed into finite
difference equations. Explicit, implicit, and Crank-Nicholson schemes exhibit different stability and
convergence properties. During the computation process, the Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)
condition is a key factor in ensuring stability. If the time and spatial steps are not chosen correctly,
the solution may become unstable. This method is effectively used in mathematical models of heat
conduction, diffusion, and other physical processes.

Keywords: finite difference method, differential equations, explicit and implicit schemes,
convergence, stability, Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) condition

Giris

Umumiyyatlo, riyazi fizika masalolorindo va xiisusen istilik kegiriciliyi mosalalorinda, 1-ci ndv
sorhad sortlori hesablama sahasinin sorhodindaki ndqtelords doqiq olaraq yaxinlasdirilir vo bu fakt,
biitlin hesablanmis sahado approksimasiya qaydasina heg bir tasir etmir. Bunu 2-ci vo 3-cii nov sorhad
sortlorinin approksimasiya haqqinda demok olmaz, ¢iinki bu sortlorde axtarilan funksiyanin mokan
doyisoni {izro birinci doracali tdromasi movcuddur, bunun naticasinde sorhad noqtalorinds
appraksimasiya siras1 hesablamalarin daxili noqtelorindaki approksimasiya sirasindan agagi ola bilor
(Bahvalov, Zidkov, Kobel'’kov, 2007). Bu moqalodo parabolik tipli xiisusi toremoli diferensial
tonliklorin adadi halli {igiin sonlu forqlor tisuluna asaslanan tisullar aragdirilir. Magsad, bu iisullarin

osas prinsiplorini va totbiq imkanlarini tohlil etmok, xiisusilo sorhod sortlorindos téromalor olan istilik
kegiriciliyi masalalari iigiin bircins va konservativ sxemlorin qurulmasini, askar va qeyri-askar forq
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sxemlorinin sabitliyini va yaxinlasma xiisusiyyatlorini qiymatlendirmokdir (Berezin, Zidkov, 1960).
Tadqiqgat ¢orgivasindo homginin Krank-Nikolson sxemi, N.N. Yanenkonun kosr addimlar iisulu vo
V.F. Formalevin ekstrapolyasiya ilo alternativ istiqgamotlor iisulu da nozordon kegirilir. Bu isin
predmeti — parabolik tip xiisusi toromoli diferensial tonliklorin halli {i¢lin ododi yanasmalarin
Oyranilmasidir (Danko, Popov, Kozevnikova, 1997).

Tadgiqat

Masalonin qoyulusu va riyazi hoalli

Daxili qovsaqlarda diferensial tonliyi yaxinlasdirmagqla, yoni bircins toxmini sonlu forglor sxemini
oldo etmaklo 2-ci vo 3-cli ndv sarhad sortlori ilo sarhadlorde verilmis approksimasiya qaydasinin
qorunmast metodologiyasin1 nozorden kegirok. Istilik kegiriciliyi tonliyi ii¢iin ii¢iincii baslangic
sorhad masalasi nazordon kegirilir (Demidovi¢, Maron, 1966):

ou ,0%°u  Ou

E:a ﬁ+ba+cu,0<x<l,t>0; (254)
0u(0,t)

a pp + pu(0,t) = @y(t),x =0,t > 0; (2.55)
ou(l,t)

+ou(l,t) = p.(t), x =1Lt > 0; (2.56)

u(x,0) =), t=0. (2.57)

Sonlu farqlor sabokasinin (2.2) daxili qovsaqglarinda (2.54) tanliyi ii¢lin gapali sonlu forglor sxemi
asagidaki kimidir

Uit —ul a? k+1 kot | kit), B (ke ke K+l 2
j _ +: + + + + +
j __—(uj+l—2uj +uj71)+ﬁ(uj+1—ujfl)+cuj +O(r+h ) j=IN-1 (2.58)
Ogor sarhad sortlorinds (2.55) va (2.56) birinci doracali téromalari asagidaki sxemls (sag va sol
toraflorda sonlu forglor nisbati ilo) yaxinlagdirsaq (Kabdykajyr, 2005):

ou k+1 uk+1 _uk+1
a_ :%4.0([‘])
Xlj=0 .
k+1 k+1 k+1
ou Uy — Uy~
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onda sorhad sortlori birinci siraya approksimasiya edilir vo qlobal doracs birinci siraya borabordir.

Sorhad qovsaqglarinda approksimasiya sirasini ikiys barabar saxlamagq iigiin biz x = 0 yaxinligindaki
k+1
U in qiymatini {iglincli toroma daxil olmaqla x dayiseni li¢iin Teylor seriyasina parcalayiriq vo

uet oo iy u(x,t)
- x = ndqtosine yaxin oxsar sira aldo edirik (sorhad qovsaqglarinda

va ikinci x-da birinci téromolori oldugunu forz etsok):

funksiyasinin zaman

k+1 2 2
uk+1:u(0+h’tk+1):uk+1+a_u h_|_a_u h—+O(h3)
1 X ox?, 2
0 0 ) (2.59)
k+1 2 k¥ o
it =ull-h ) =ust - M0 R S o(ne)
N-1 N OX ox? 2
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Diferensial tonlikdon (2.54) alinan sorhad qovsaqlarinda ikinci toromo qiymatlorini burada ovoz
edok (Kireev, Panteleev, 2006):
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va (2.59), (2.60) ifadoslorindon sirast ilo sorhad qovsaglarinda birinci J=0.N
toromasinin qiymatlorini tapiriq:
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Xl -nu (2.55) vo Ky -ni (2.56)-da ovoz edorok vo miivafiq sarhad qovsaqlarinda (
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, N ticiin) oldo edilmis olagolori toqribi
hesablayaraq, hor birinds iki namalum olan serhad qovsaqlari {igiin cabri tonliklor sldos edirik:
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Belalikla, (2.61) 3-clindv (2.55) sorhad sortinin x = 0 sol sarhadinds sonlu forq approksimasiyadir
vo (2.62) diferensial tonliyin (2.54) sonlu forq approksimasiyasinda (2.58) oldugu kimi eyni
yaxinlagma ardicillifint qoruyan x = | sag sorhadinds {iglincli ndv (2.56) sarhad sortinin sonlu forq
yaxinlagsmasidir (Koslakov, Gliner, Smirnov, 1962).

Sorhad sonlu forq tonliklori (2.61), (2.62) soboko funksiyasinin iki qiymaetinin hor birino toyin
edildikda, cabri tanliklor (2.58) asagidaki kimi yazilir:
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Uc diagonali matrislo olan xotti tonliklor sistemini (XTS) alacagiq, bunu iralilomo

(prognozlasdirma) tisulu ils hoall edocayik (ao =0 ;CN =0 )
_ S
i T h _a A
b; —a;A, . (2.64)
bobj-aAL by b, j=0N,
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Sonlu forglorlo aparilan approksimasiya zamani masalonin diferensial alagolorinin (2.54)—(2.57)

osasinda quruldugu qorunma ganunlart tomin olunur. Bunun ii¢lin avvalco b=c=0 b=c=0 olduqda
istilik kegiriciliyi diferensial tonliyinin (2.54) ¢ixarilmasini nozordon kegirak (sokil 2.3 a).
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Sokil 2.3.Konservasiyanin qorunmast yolu ilo tdromolori ohato edon sorhad sortlorinin

approksimasiyast

Enerjinin saxlanmasi qanununa goro, bu istilik aximlarmin comi bu elementdo AX enerji

doyisikliyina barabordir ki, bu da elementin kiitlosi pAX -nin birinci doracali téromasing, materialin
istilik tutumuna c vo zamana gors u(x,t) temperaturuna miitonasibdir (Plis, Slivina, 1994).

OX

Bu tonliyi AX 5 bslmok va AX =0 _haddins kegmoklo bir 6l¢iilii istilik kegiriciliyi tonliyini oldo
edirik.

_}Vau(xj —Ax/2)_[_/1.8u(xj +AX/2)j:c-p-Ax-a—u
OX OX

W _ U g A
ot ox* Co
Beloliklo, diferensial tonliyin (2.54) sonlu forq yaximlasmasi hom istilik axinlarini, hom do AX
elementinin uddugu enerjini, yani (2.58) diferensial tonliyinin alinmasinda istirak edon biitiin enerji
ndvlorini nozors alir (Rihtmajer, 1960).

Natico

Riyazi fizikanin istilik kegiriciliyi, diffuziya, mayelorin horaketi, akustika, elektromaqnetizm,
dalga mexanikasi, slia enerjisinin otiiriilmasi va elastik vibrasiya kimi miixtslif saholorinde yaranan
sorhod masalalorinin analitik halli yalmiz bazi xiisusi hallarda miimkiindiir. Buna goro do totbiqi
mosaloalorin odadi iisullarla holli daim elmi todqigatlarin digget morkozindo olmusdur.

Miiasir dovrde kompiiter texnologiyalarinin siiratli inkisafi naticasinda, hotta analitik yolla hall
edilo bilon maosalolor belo, ododi iisullarla daha somorsli vo stiratli sokildo hall olunur. Bu is
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corgivasindo parabolik tipli gismon diferensial tonliklorin halli {i¢iin sonlu forq iisullarina osaslanan
miixtolif metodlar arasdirilmisdir.

Aparilmis tadqiqatin noticesi olaraq, bu iisullarin sabitlik, yaxinlasma vo daqiqlik baximindan
istiinliiklori qiymetlondirilmis vo onlarin totbiq saholori miioyyonlosdirilmisdir. Xiisusilo Krank-
Nikolson sxemi vo doyison istiqgamotlor metodu sabitlik vo doqiqlik baximindan effektiv yanagma
kimi secilmisdir.
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